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En este artículo se delimitan las hipótesis que se utili zan en los modelos de creci ­
mie nto aplicándol o a l caso de la función de Gompertz. Se proponen dos formas de 

ajuste para esta función, s igu iendo los proced imi entos de las dos principales escue las 

de inferencia. Ja frecuen ti sta y la bayesiana . y se discute la comparac ión de curvas. 

Aunque el artículo está ce ntrado en Ja curva de Gompertz. las conclu siones, así como 

los procedimientos. son inmed iatamente genera lizab les a cual quie r curva de c reci­
mie rno. 

Palabras clave: Curvas de c recimiento. Ajustes no linea les. Gompertz. 

SUMMARY 
FITTING ANO COMPARJSON OF GROWTH CURVES 

In this paper, the underlying hypothesis of growth rnodels are discussed, us ing 

the Gompertz growth cu rve. Two ways of fittin g this curve are proposed. accorcling to 

the procedures of the main infere nce schools: freque ntist and bayesian. Curves co rn­
pari son is a lso di scussed. Although focu sed in the Gompertz growth curve, the proce­

dures and results expos.;;d in the paper ca n be applied to a li growth curves. 

Key words: Growth curves, Non 1 inear adjustment, Gompertz. 

Introducción 

E l ajuste de curvas de c recimiento es 
complicado cuando se utili za la estadística 

clás ica , y más complicado aún es la compa­

ració n entre dos c urvas de crecimiento. 
Habitualmente hay que realizar hipótesis 

más o menos violentas para ajustar las cur­
vas, hipótesis que en muchas ocasiones se 
adm iten de forma implícita, y a veces sin 
ser consc ientes de las consec uencias. La 
comparac ión de curvas es un proble ma 
complejo de estadística no lineal. Una rev i­
s ió n de los di stintos tipos de curvas, la s ig­
nificación biológica de sus parámetros y 
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sus problemas de ajuste se encuentra e n R1-
CHARDS ( 1969). En este artículo se pretende 
delimitar con claridad cuáles son las hipó­
tesis que se utilizan en los mode los de cre­
cimiento y proponer dos formas de aju ste, 
siguiendo las dos princ ipales escuelas de 
inferencia , la frecuenti sta y Ja bayes iana. 
Para no hablar en términos general es, difí­
ciles en muchos casos de imag inar, nos 
ceñiremos, por su complejidad, a una de las 
curvas de crecimiento más usadas e n gana­
dería, Ja de Gompertz, probando que los 
resultados pueden ser generalizados a cual­
quier curva. 

Notación 

Mayúsculas negrita, (A) con o sin subín­
dices (GP), son matrices. 

Minúsculas negrita, (u) con o sin subín­
dices (u

3
), son vectores. 

y: vector columna. 

y': vector fila. 

El resto son escalares. 

El modelo 

Tomemos la función de Gompertz, pro­
bablemente la más usada en la descripción 
del crec imiento de aves, cerdos y conejos. 
En el modelo , cada individuo i tiene una 
curva de crecimiento distinta. Cada indivi­
duo dispone de varios datos, tomados cada 
c ierto tiempo j (por ejemplo, cada semana). 

Sobre los parámetros ª;· b;, k;, actúan 
efec tos ambientales (estación, temperatura, 

Aju.11c: _\' compuracirín de curvas de creci111ienro 

tamaño de la camada en Ja que nació el in­
dividuo, sexo, etc.) que pueden estar corre­
Jac ionados. Cada individuo tiene un valor 
genético para cada parámetro, que lógica­
mente está corre lacionado con el valor 
genético de sus parientes. Si representamos 
por a , b, k , Jos vectores con los parámetros 
de todos los individuos, 

b = X~b + Zub + eb 

k = X~k + Zuk + ek 

Pa ra evitar innecesarias complicaciones, 
asumimos que las matrices de diseño X, Z 
son las mismas (esto es, suponemos que si 
hay un efecto ambiental como el de esta­
ción, éste afecta a los tres parámetros, aun­
que sea de forma diferente), lo que permite 
simplificar la notación: 

p =X~+ Zu +e 

donde, 

p' = [ a', b', k' ] es e l vector de paráme­
tros, 

f3' = [ ~',, , ~\ , ~\ ] es e l vector de 
efectos ambientales sistemáticos. 

u'= [ u'
3

, u'b , u\] es el vector de 
e fectos genéticos, 

e'= [e'ª , e' b , e' k 1 es e l vector de efec­
tos aleatorios, 

el vector e no incluye los errores de ajus­
te, que son los E¡j de la ecuac ión ( 1 ), sino 
que pretende reflejar el hecho de que las 
curvas de crec imiento de los animales pue­
den es tar afectadas por fac tores aleatorios 
no considerados en el mode lo. Esto es dis­
tinto a que un dato concreto tomado sobre 
un animal en un momento dado se aleje de 
Ja curva de crecimiento de este animal de­
bido a factores aleatorios relacionados con 
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el muestreo (por ejemplo, se toma el dato 
justo cuando acaba de comer e l animal). 

Desde un punto de vista frecuentista se 
considera B como un conjunto de efectos 
fijos, pero desde un punto de vista bayesia­
no se debe intentar encontrar una función 
que represente la opinión que se tiene a 
priori en función de la información previa 
disponible. Una forma senc illa de hacer 
esto es suponer que 

donde mB, V fl son subjetivas e intentan dar 
lugar a una función Normal que represente 
el estado de creencias previas. Dada la difi­
cultad de hacerlo en el caso multivariante, 
habitualmente V B será una matri z diagonal 
(ver BLASCO, .l 998 para una di sc usión 
sobre este punto). 

Se considera que u - N (0, G) 

donde, 

G:i G:ih G,,, ACT~.;i Aor;~b Ao r,,1. 

G= G,, Gh" Ao~b Aovb1.. = A® G, 

G, AoZ;1.. 

donde A es la matri z de parentesco de los 
individuos, y GP la matri z de varianzas­
covarianzas genéticas de los parámetros a, 
b, k, 

o¿:i. 0 Gah O G,1k 

G p = O~; b ºGbk 

o~jk 

Se considera que e - N (0, R) 

donde 

R" R,,b R,,, lo~ ª Ja"·•b 
R = R,, R,,, lo ~{ b 

R, 

10 1~;1 ~ 

lo "" = l @ Rp 

10 ~1.. 
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donde 1 es la matriz de identidad, y RP Ja 
matriz de varianzas-covarianzas de Jos 
efectos aleatorios no sistemáticos de los pa­
rámetros a, b, k. 

OR_a CT Rab 0 /fo~ 

Rp = a¡," ª•hk 
ª~" 

Esto es, se considera que los efectos alea­
torios no sistemáticos que actúan sobre a, 
b, k, pueden estar relacionados entre sí para 
cada individuo, pero que no hay correlacio­
nes entre efectos de distintos individuos; es 
decir, que para un individuo i 

r(eai' ebi) ;t:. O; r(eai' ek¡) ;t:. O; r(eki' ebi) ;t:. O 

mientras que para dos individuos i, j, 

r(e ,e .)=O; r(e .. ,eb.)=0 ;etc. 
a1 ªJ .11 J 

Es razonable suponer que habrá una 
cierta correlación entre parámetros , por 
ejemplo, si uno representa la tasa de creci­
miento (k) y otro el peso adulto (a) es difí­
cil suponer que no estén relacionados. Si se 
quiere suponer que hay correlaciones entre 
individuos, es menester incluir un nuevo 
efecto aleatorio que las considere, aunque 
no hay motivos para pensar que deban exis­
tir. 

Por tanto, se considera que , 

(p 1 B) - N (XB ' Z'GZ + R) 

(p 1 B,u) - N (XB + Zu , R) (2) 

Se considera, finalmente , que los erro­
res de estimación E¡i se distribuyen de 
forma Normal con media cero y varianza 
que va aumentando con el tiempo. La razón 
es que la varianza está ligada a la media del 
carácter: cuando los animales son jóvenes, 
todos Jos datos que se recogen se agrupan 
en torno a valores pequeños, y conforme 
Jos animales crecen la dispers ión aumenta 
por un efecto de esca la. Al llegar al estado 
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adulto, las medidas sucesivas que se toman 
tienen la misma dispersión. Si hemos con­
siderado que la varianza aumenta con la 
media y ésta última lo hace con arreglo a 
una curva de crecimiento, podemos consi­
derar que la varianza o que la desviación 
típica también aumentan con arreglo a una 
curva de crecimiento. De hecho el modelo 
es muy flexible, la mayor o menor lineari­
dad de la pendiente que describe el creci­
miento de la varianza estará determinada 
por los parámetros de la curva. Por tanto, 

E - N (0, V) 

donde, 

o o o 
o o 

V= (3) 

o o o 

donde Des una matriz diagonal correspon­
die nte a los datos de un individuo, 

a' 1 o o 
o 

D= 
a; 

o o¡ 

donde, 

a . = a • expL b • exp (- k • t )il 
J f [ f r J ~ 

Es decir, se considera que los errores de 
estimación no están relacionados ni entre 
individuos ni entre dos medidas consecuti­
vas de un individuo. Aunque es obvio que 
hay autocorrelación entre dos medidas su­
cesivas de un individuo, ésta ha s ido tenida 
en cuenta al incluir efectos ambientales y 
genéticos en los parámetros, por lo que los 
errores no deben estar autocorrelacionados. 

Ajusre y comparación de curvas de crecimie1110 

Si hubiera otras fuentes de autocorrelación, 
deberían ser tenidas en cuenta en el modelo 
de los parámetros a, b, k. Si no es posible, 
porque se considera que hay efectos 
ambientales similares entre dos medidas 
sucesivas que pueden no estar recogidos en 
el modelo y que afectan al error de estima­
ción, puede modificarse D para incluir co­
varianzas entre medidas sucesivas. Cómo 
hacerlo es un tanto arbitrario, pero suele 
suponerse que dos medidas sucesivas están 
correlacionadas con una correlación p, por 
lo que la primera y la tercera medida lo está 
con una correlación p2, la primera y la 
cuarta con p3, etc. Si las medidas no son 
tomadas de forma regular en el tiempo, hay 
que tenerlo en cuenta al definir la estructura 
de los errores. 

Se considera también que las desviacio­
nes típicas del error aumentan con el tiem­
po con atTeglo a una curva de Gompertz de 

parámetros ª '- ' be, kE. y que son las mismas 
para todos los individuos. Para simplificar 
la notación , llamaremos 

no consideraremos que sobre estos paráme­
tros ejerzan su influencia factores genéticos 
ni ambientales sistemáticos. 

Se desea estimar: 

l) Los parámetrosª;• b;, k¡, de cada indi­
viduo. 

2) Los parámetros a, b, k. medios de la 
población . 

3) Los parámetros genéticos de a, b, k 
(esto es, sus heredabilidades y correlacio­
nes genéticas). 

4) La diferencia entre parámetrosª;· b¡ , 
k¡ de dos individuos o entre los parámetros 
a, b, k medios de dos poblaciones. 
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5) Los efectos ambientales que se ejer­
cen sobre los parámetros a, b, k. 

6) Los parámetros aE , bE, kE que descri­
ben la evolución de la desviación típica del 
error de ajuste con el tiempo. 

Solución frecuentista 

J. Problemas de estimación 

Ajustar esta curva presenta las siguientes 
di fic ultades: 

] . J. No existe una representación lineal de 
La curva 

Aunque se tomen logaritmos para hacer 
desa parecer un ex ponente, queda siempre 
una parte exponencial. Esto significa que o 
bien debe ajustarse mediante regresión no 
lineal o bien debe utili zarse alguna aproxi­
mac ión lineal, normalmente basada en una 
se rie de Tay lor. En cualquier caso, los ajus­
tes no linea les se res uelven también por 
aprox imac iones lineales usando habitual­
mente series de Tay lor. 

1.2. En el ca:so de linea /i zar tomando Loga­
ritmos, el tratamiento de error de 
ajuste obliga a hipótesis for;,adas 

Pongamos un ejempl o más simple, ajus­
tar la curva ex ponencial 

y = a· exp(-b·t) + r 

pero es to impide linea li za r la ecuación 
tomando loga ritmos, por lo que se suele 
proponer e l modelo, 

y= a · ex p(-b· t) · ex p(r) = a· ex p(-b·t + r) 

que es fác ilmente linea lizable y se ajusta 
sin problemas por regresión simple, 

In y = In a - b·t + r 

pero que obliga a considerar que los errores 
son multiplicativos y ex ponenciales. 
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1.3. Se desconocen las distribuciones de 
las estimas de los parámetros. No es 
posible comparar curvas de creci­
miento 

Se sabe que los est imadores de los coefi­
cientes de regres ión se cli st1i buyen como t­
Student, pero en una reg res ión no lineal no 
se sabe qué di stribución tienen los es tima­
dores de los coefi cientes a, b, k de la curva 
de crec imiento, lo que tiene la fatal conse­
cuencia de impedir la comparación de cur­
vas. Si se hacen tra nsformac iones nos en­
contramos con e l pro blema de que al des­
hacerlas, el antilogaritmo de l error estándar 
de un coefic iente no es el error estándar del 
coefi ciente. Por ejemplo, en la ecuación de 
Brody, una vez es timados b y [In a J, se 
desea saber el valor de a y para ello se toma 
e l an ti logaritmo de [J n a], pero e l error 
estándar de a no se obtiene hallando el anti­
logaritmo del error estándar de [In a J. 

1.4. La corrección por efectos sistemáticos 
es oscura o imposible 

Se supone que el hecho de nace r en una 
camada numerosa, o de pertenecer a uno u 
otro sexo, afec tan al peso adulto y a los 
parámetros by k de fo rma distinta. Cómo 
hacer estas correcciones es osc uro , y habi­
tualmente se ha preferido trabajar con datos 
precorreg idos que no han tenido en cuenta 
que el efecto sistemático puede afec tar de 
form a dife rente a uno u otro parámetro 
de la curva , aparte de no conside rar los 
errores cometidos en la precorrección en el 
resultado final. 

1.5. No se tiene en cuenta el parentesco, lo 
que altera la estructura de los errores 

Por métodos clás icos no está claro cómo 
incluir el efecto deJ parentesco en el ajuste 
a cada parámetro. Los modelos de regre­
sión aleatoria, en Ja que cada parámetro es 
(o lleva asociada) una variable aleatori a 
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pretenden resolver parcialmente el proble­
ma, pero se encuentran la dificultad de que 
en ese caso los parámetros cambian de 
valor en función de la información di sponi­
bl e (i.e.: si hay pocos datos su valor se 
aproxima a cero). Es frecuente que en el 
ajuste de curvas de crecimiento no todos 
Jos individuos tengan datos hasta e l final de 
la toma de medidas, por lo que hay paráme­
tros mejor estimados que otros. Esto no es 
un problema para Ja es timación de una 
curva media pero sí para la estimación de 
curvas individuales. 

1 .6. No se tiene en cuenta la estructura de 
los errores debida a causas no genéticas 

No se suele tener en cuenta, por ejem­
plo, la autocorrelación ocasionada por me­
dir a un individuo en pe riodos de tiempo 
consecutivos o el hecho de que la varianza 
del error aumenta con la edad has ta estabi­
lizarse al llegar al estado adulto. Para abor­
dar este último problema se puede utilizar 
una reg resión dando un peso proporcional a 
la inversa de la varianza en cada momento 
de medida, pero no se incluye en el modelo 
e l error cometido al estimar los pesos. 

1.7. La estimación de los parámelros gené­
licos de los coeficien1es se realiza por 
métodos que no optimizan la informa­
ción 

La mayor parte de autores estiman las 
curvas individuales y rea li za n un análisis 
genético de las estimaciones, con lo que 
pierden la información debida al pare ntesco 
y no incluyen el error de estimación de 
estos parámetros a, b, k en e l e rror de los 
parámetros genéticos. 

2. Soluciones propuestas 

2.1. Regresión lineal 

La solución más sencilla consiste en in­
tentar encontrar una forma lineal de la cur-

Ajus/e y comparación de curvas de crecimiento 

va y aplicar un programa de regres ión li­
neal. En la mayor parte de las curvas es to 
es posibl e (véase el ejemplo del apartado 
anterior), pero no así en la función de 
Gompertz. Para pode r linealizar esta fun­
ción se ha sugerido (RICHARDS, 1969) apro­
ximar, mediante una serie de Taylor, 

exp(-kt) = 1-kt 

pero la aproximac ión exponencial detenién­
dose en e l primer término de la serie de 
Taylor es decididamente mala. 

Incluso en e l caso en el que las funcio­
nes se puedan linealizar, permanecen las 
dificultades expuestas en los apartados 2 y 
3 del punto anterior. 

2.2. Regresión no lineal 

Hay programas de regresión no lineal 
(por ejemplo, en el paquete SAS), que per­
miten ajustar direc tamente la función de 
Gompertz. La mayor parte de soluciones se 
basan en linealizar la función aproximando 
mediante una serie de Taylor, por Jo que los 
paquetes suelen requerir las derivadas res­
pecto a los parámetros, aunque en ocasio­
nes el paquete las aproxima mediante algún 
método de cálculo numérico. 

En ocasiones los ajustes presentan pro­
blemas de no convergencia, pero estos pro­
blemas sue len ir ligados a la indefinici ón 
de alguno de los parámetros. Por ejemplo, 
en Ja fun c ión de Richards (RICHARDS, 
l 969) hay un parámetro que determina el 
punto de inflexión de la curva. Si en el 
periodo central de l crecimiento los datos 
siguen una recta (como es usual en ga nade­
ría) , ese parámetro está mal definido. 

2.3. Consideración de los efectos sis1emá-
1icos 

Respecto a los efectos sistemáticos, la 
solución más habitual es no considerarlos, 
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aunque a veces se realizan precorrecciones 
a los datos, por ejemplo por el tamaño de 
camada al nacimiento. El problema es que 
entonces no se trabaja con los datos s ino 
con residuos de la corrección, con lo que se 
generan varios problemas: los parámetros 
de la curva están afectados de forma dife­
rente por la corrección, lo que no se ha 
podido tener en cuenta; los errores de esta 
corrección no se tienen en cuenta al estimar 
los parámetros de la curva; finalmente, 
como se trabaja no con verdaderos residuos 
s ino, lóg icamente, con sus estimaciones , 
los valores que se obtienen al estimar los 
parámetros son distintos de los que se ob­
tendrían de haber podido realizar la co­
rrección de residuos y la estimación simul­
táneame nte. Así las cosas, hay varias solu­
ciones posibles: 

a) Cuando hay un efecto claro sobre los 
parámetros. por ejemplo el efee10 sexo o el 
efecto raza: Lo más sencillo es ajustar las 
curvas por separado haciendo desaparecer 
el problema. En e l caso del efecto tamaño 
de camada al nacimiento, dado que no sería 
práctico separar las curvas por camadas, 
puede hacerse una precorrección a los 
datos, aunque muchas veces no será nece­
sario, bien po rque el objetivo es comparar 
el crecimiento de dos grupos de indi viduos 
cuyo tamaño de camada no es distinto, bien 
porque interesa conocer la s ituació n real 
del crecimiento de esos grupos, incluyendo 
el hecho de que sus tamaños de camada 
sean diferentes. 

b) Cuando diversos niveles del efecto 
ac1úan sobre los parámetros, por ejemplo 
el efeclo de estación. En estos casos nos 
e ncontramos con datos de crecimie nto 
tomados en vati as estaciones. En general lo 
mejor es ignorar estos efectos por las com­
plicaciones de correcc ión y de interpreta­
ción que trae n. Como cada medida está 
tomada a una edad distinta, si se desea pre-
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corregir los datos habrá que hacerlo esti­
mando el efecto de estac ión medida a me­
dida (por ejemplo, semana de vida a se­
mana de vida) , puesto que el efecto de esta­
ción en las primeras semanas de vida es 
obvio que no es el mismo que en las últi­
mas. Para poder hacer esta precorrección 
haría falta disponer de todas las medidas 
(todas las semanas, por ejemplo) en todas 
las estaciones. Ignorarlo tampoco debe con­
ducir a problemas graves, ya que el creci­
miento o el peso adulto no se van a modifi­
car porque exista un efecto de estación en 
una semana concreta, puesto que son esti­
mados con el conjunto de medidas. El pro­
blema sólo es serio s i la mayor pa11e de los 
animales de un grupo crecieron en invierno 
y la mayor parte de l otro e n verano, pero 
esto es un problema de di seño que tiene 
mala solución en cualquier caso. Otro pro­
blema que puede ocurrir en espec ies de cre­
c imiento rápido es que se tomen los datos 
de las primeras medidas en invierno y de 
las últimas en verano, lo que conduce a un 
cierto bandeo de la curva de crecimie nto. 
De nuevo nos encontramos con un proble­
ma de di seño, aunque en especies de cría 
intens iva los efectos ele estación se ven 
muy minimizados por las instalaciones. 

2.4. Consideración de la es/ructura de los 
errores 

Hay diversas aproximaciones posibles: 

a) No considerar la estructura de los 
errores. La estima de los parámetros s igue 
s iendo insesgada, pero e l error de estima­
ción es mayor de lo que los cá lculos ofre­
cen. Hay una tende ncia entre los estadísti ­
cos a no dar relevancia a los pro blemas de 
heterocedasti c idad de la varianza, lo que 
habitualme nte es razonab le, pero e n los 
ajustes ele curvas de c recimie nto hay que 
notar que de las primeras medidas a las úl­
timas e l peso se puede multiplicar por c ien, 
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por lo que la heterocedasticidad de las va­
rianzas es realmente grande. 

b) Dar un peso a los errores proporcio­
na/ a la inversa de la varianza en cada 
momento de medida (en cada semana, por 
ejemplo). Los pesos se suelen ca lcular a 
partir de los propios datos. A veces se usan 
las inversas de las varianzas estimadas en 
cada momento de medición (en cada sema­
na, por ejemplo). lo que debido a la escasez 
de datos suele conducir a incoherencias, 
como por ejemplo a que la varianza de los 
datos en una cierta edad sea menor que Ja 
de los datos tomados algunas semanas 
antes. A veces se intenta hilar más fino 
encontrando alguna ley subyacente, como 
hicimos nosotros a l exponer el modelo. 
Como es cierto que la no cons ideración de 
que las varianzas son distintas no conduce 
a ninguna situación grave, salvo extremos 
como el no considerarla en absoluto, el no 
tratar de hallar una ley general y usar las 
varianzas de los datos sin más , no debe 
conducir a ningún problema. 

c) Consideración de la aurocorrelación . 
Hay software que permite introducir ciertas 
reglas en la construcción de la matriz de los 
errores de estimación Eij" El programa 
PROC MIXED del paquete estadístico SAS 
permite modificar la estructura de Jos erro­
res con arreglo a un conjunto amplio de 
reglas del estilo de la expuesta anterior­
mente al hablar del modelo. 

d) Consideración de las relaciones gené­
ticas. Es posible ajustar un modelo mixto 
en el que los parámetros a, b, k tengan un 
componente aleatorio. El programa PROC 
MIXED, en unión con e l macro NLMJX 
(ele dominio público) pennite además aña­
dir la matri z de correlaciones entre efectos 
aleatorios; esto es. la de re laciones genéti ­
cas. i:J ajuste es de rodas fo rmas complejo, 
y no está garantizada la convergencia. 

Ajuste v comparación de curvas de crecimiento 

2.5. Análisis de los parámetros genéticos 
de la curva 

Hasta la fecha el aná lisis se ha venido 
desarrollando en dos etapas, primero se han 
ajustado los parámetros ele la curva para 
cada individuo y posteriormente se ha reali­
zado un análisis genét ico de esos paráme­
tros estimados (ver. p.ej., KACl-IMAN et al., 
1988), con lo que no se ha resuelto el pro­
blema expuesto en el punto 1.7. No es 
imposible encontrar una soluc ión máximo 
verosímil basada en un modelo mixto como 
et descrito en el punto an terior (2.4 ), y así 
ha sido propuesta por (ZUCKER et al. . 
1995), pero la cantidad de parámetros invo­
lucrados hace que esta propuesta sea extre­
madamente compleja de llevar a cabo. 

Solución bayesiana 

1. La solución analítica 

1. t . El problema 

Desde un punto de vista bayesiano, e l 
problema consiste en encontrar la función 
ele densidad posteri or ele los parámetros que 
se desea estimar. dados los elatos. Esto es , 
encontrar 

f(p. ~.u , G, R. pf 1 y) 

La forma ele hacerlo ha sido descrita por 
VARONA et al. ( 1997). Aplicando e l teorema 
ele Bayes. 

f(p. f), u. G. R, P, 1 y) = 

= f()' 1 p. [-3, u, G. R. pf) · 

· f(p. ~.u , G. R. P,) / f(y) 

1.2. Cálc/llO de /u 1·erosi111ili111d 

En e l modelo (ecuac ión 1 ), si se fij a p. 
f'L u. G. R. P, lo C1nico que queda varia ble 
es el error de estimac ión f . . por lo que 

IJ ' 

y - N (m . V) 
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donde V es la matriz de varianzas cova­
rian zas de los e rrores, expuesta en (3 ), y en 

m se encuentran los valores mij que se 
obtendrían para cada momento de medida t. 

J 
en la ecuación ( 1) (sin el error E.) al susti-

'J 
tuir los valores de los parámetros ª;· b¡, k¡ 
de cada animal, puesto que estos paráme­
tros están fijado s. 

Como los errores Eij son independie ntes, 
y como la de nsidad conjunta de variables 
independientes es el producto de sus densi­
dades, la expresión que queda es bastante 

simple: 

f(y 1 p, ~'U , G, R P,) = 

= TITI f(Y;;I a; , b;, k; .o;;J) = 
i j 

TI TI 1 (Y;; - m,,J l 
= ~ ex p , 

· · 2na. o c 
1 J •J 'J 

l .3. Cálculo de las f 1111cio11es de densidad 
a priori 

f(p, ~-u, G, R, P) = f(p, ~'U, G, R) f(p,) 

ya que P, no depende del resto de paráme­
tros. Utilizando reglas de probabilidad, 

P(A.B) = P(AIB ) P(B ) 

En nuestro caso, 

f( p, ~,u , G , R) = 

= f( p 1 ~' u , G , R) f(f3, U, G. RJ 

f(fl, u. G. R) = f(~. u 1 G. R) f(G, R) = 
= f(f:l. u 1 G . R) f(G) f(R) 

ya que las varia nzas genéticas no están 
relacionadas con las ambie nta les. Es pos i­

ble cons iderar dependencia e ntre ambos 
compone ntes de va rian za en la di stribucion 
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a priori (WELSS eral., 1997). aunque un mo­
delo así nunca ha sido utilizado en mejora 
genética animal. En principio no hay razo­
nes por las que los dos tipos de componen­
tes de varianza deban estar rel ac ionados. 

Supondremos también que los efec tos 
sistemáticos son independientes de los alea­

torios. En ocasiones se sabe con certeza 
qu e esto no es así (por ejemplo, cuando se 
evalúan toros lecheros se sabe que las 
mejores granjas, las que mejor ambiente 
procuran a las vacas, son las que más 
invierte n en genética y traen semen de 
mejores animales), pero aquí no tenemos 
motivos para suponer que no puedan se r 
independie ntes, salvo errores e n el di se ño 
del ex perimento. Así pues , 

f(B. u 1 G, R) = f(B) f(u 1 G) 

Con lo que finalmente queda, 

f(p, ~,u, G. R , p
0

) = f(p 1 ~,u , G, R ) f(~) 
f(u 1 G) f(G) f(R) f(p,) 

donde, 

f(p 1 ~,u, G, R) ~ N (Xf3 + Zu, R) = 

= N (XB + Zu, 10RP) 

f(Bl - N (mf)' V 
1
,) según di scutirnos al 

habl ar del modelo 

f(u 1 G) - N (0, G) = N (0, A@GP) 

f(G ) y f( R) deberían construirse en fun­
c ió n ele las creencias previas proporciona­
das por la información previa disponible. 
Como no es posible establecer estrictamen­
te estas c reenc ias. sue le recurrirse a alguna 

función que con pocos parámetros pueda 
cambiar ele forma adap tándose aJ estado 
más o menos vago de c reencias pre vias. 
Por convenienc ias matemáticus suele usa r­
se un función conjugada. e n este caso una 
di stribuc io n '.Vh isha rt invertida. :wnque hay 
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muchas otras soluciones posibles. Esta fun­
ción depende de dos parámetros , una ma­
triz de escala y otro parámetro al que equi­
vocadamente se le denomina "grados de 
libertad" o "grados de credibilidad"; ambos 
parámetros modifican la forma de la fun­
ción. 

Es prácticamente obligado renunciar a 
describir el estado de creencias previo mul­
tivariante puesto que es difícil de definir, ya 
que habría que describir la opinión previa 
al experimento sobre cada conjunto de 
valores posible; esto es, en cada punto del 
espacio (ver BLASCO, 1998) para una discu­
sión sobre este punto). Se puede, sin em­
bargo. definir el estado de creencias para 
cada variable por separado utilizando una 
matriz de escala diagonal, puesto que en 
ese caso se obtienen chi-cuadrados inverti­
das que son fácilmente representables. En 
cualquier caso se debe intentar realizar los 
análisis variando los valores de estos pará­
metros para examinar hasta qué punto la 
opinión previa es importante en el resultado 
final. 

f(p.) = e, un vector de constantes dentro 
de limites admisibles del espacio paramé­
trico para asegurar la propiedad de la distri­
bución posterior conjunta. Es decir, los po­
si bles valores de a, tienen todos la mis­
ma probabilidad a priori, con ciertos límites 
para evitar que la función sea impropia , y 
lo mismo podemos deciJ de b, y de k,. Con 
esto pretendemos reflejar un estado de in­
certidumbre sobre los valores de estos pa­
rámetros. 

J .4. Cálculo de f(y) 

El cálculo de f(y) no es estrictamente 
necesario cuando lo que se desea es hallar 
la moda (el valor más probable) de Ja den­
sidad posterior, puesto que como la densi­
dad posterior no depende de y (está condi-
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cionada a y), l/f(y) es una constante de pro­
porcionalidad que se puede ignorar al bus­
car el máximo de la densidad posterior. Sin 
embargo si se desea hallar la media o usar 
el sistema de intervalos de confianza para 
Ja inferencia científica, hay que conocer 
exactamente la densidad posterior, por lo 
que hay que conocer el valor de f(y). Este 
valor es difícil de computar porque 

f(y) =ff(y. p, ~.u, G, R, P,) f(p, ~,u, G, 

R, P,) d (p, ~.u, G, R, P,) 

como y es un vector, esta integral es multi­
dimensional. Aunque los elementos de y 
fueran independientes, esta integral pasaría 
a ser una integral múltiple de tantas dimen­
siones como datos , y en ambos casos el 
problema es irresoluble inclu so por méto­
dos numéricos. Si sólo se está interesado en 
las distribuciones marginales, Ja constante 
de integración es unidimensional y el pro­
blema es resoluble mediante integración 
numérica. De todas formas, hoy en día las 
técnicas de muestreo ele Gibbs, que se men­
cionan en el apartado siguiente, han resuel­
to ambos problemas. 

2. Modus operandi 

Finalmente tenemos que 

f(p, B, u, G, R, P, 1 y)= 

= f(yl p, ~ , u , G, R, p") f(pl B, u, G, R) f(()) 

f(ulG) f(G) f(R) f(p, ) I f(y) (4) 

que es un producto de funciones Normales 
o Whishart invertida. Se puede intentar 
hallar el máximo de esa función, lo que 
dará la solución más probable. o hallar Ja 
media, lo que dará la solución que minimi­
za el riesgo cuadrático. En el primer caso 
nos encontramos con un problema de la 
misma envergadura que el de hallar solu­
ciones máximo verosímiles: el número de 
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parámetros y la complejidad de las funcio­
nes hacen de ésta una tarea muy compleja. 
En el segundo caso habría que integrar la 
función y hallar la constante de proporcio­
nalidad, lo que tampoco parece viable. 

Una solución propuesta recientemente es 
la de extraer muestras al azar de la función 
de densidad posterior para representar apro­
ximadamente esta función de densidad. Las 
inferencias se hacen a partir de Jos puntos 
muestreados de la densidad posterior multi­
variante. Creando histogramas o dibujando 
las función de densidad marginales a partir 
de esos puntos, se puede obtener una esti­
ma de la moda; la media de esos valores es 
una estima de Ja media de la densidad pos­
terior; y finalmente, ordenándolos, se pue­
de obtener Ja mediana con facilidad, así co­
mo cualquier intervalo de confianza. 

El problema se centra ahora en cómo ob­
tener esos valores tomados al azar de la 
función de densidad posterior. En el caso 
multivariante no es posible computacional­
mente -al menos de momento- muestrear 
directamente de la función de densidad 
posterior, y hay que transformar el proble­
ma en univariante, o en problemas de me­
nos dimensiones, mediante técnicas de 
muestreo de Gibbs. Las técnicas de mues­
treo de Gibbs, basadas en el muestreo de 
las funciones condicionales de la densidad 
posterior, permiten, además, eludir el cálcu­
lo de f(y) (ver SoRENSEN, 1997) para una 
amplia revisión). Se trata, pues, de extraer 
muestras al azar de las funciones 

f(pl f>, u, G, R, P,, y)' f(fJl p, u, G, R, PE' 
y) , f(ul f>, p, G, R, p,, y) , 

f(Gl p, f>, u, R, PE' y), f(RI p, f>, u, G, p[, 
y) , f(p,1 p, f>, u, G, R, y) 

Para iniciar el proceso se toman valores 
arbitrarios de f>, u, G, R, P, , con ellos: 
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1) se muestrea al azar un valor de P en la 
primera función f(pl f>, u, G, R, p,, y), 

2) con ese valor y los u, G, R, Pe arbitra­
rios de antes se muestrea al azar un valor de 
f> en la siguiente función f(i31 p, u, G, R, p,, 
y), 

3) con esos dos valores ele p y f> se 
muestrea un valor al azar de u en la tercera 
función f(ul f>, p, G, R, p,, y), y así sucesi­
vamente hasta que se tienen valores al azar 
de f>, u, G, R, P, , momento en el que se 
reinicia el ciclo muestreando un valor al 
azar ele p en la primera función. Al cabo de 
varios ciclos, los valores muestreados per­
tenecen a la densidad posterior f(p, f>, u, G, 
R, p, 1 y). 

Para poder aplicar estas técnicas es 
menester saber cómo muestrear al azar de 
las funciones condicionales. Es sencillo 
escribirlas, puesto que ele (4) se trata de 
tomar como constante tocio aquello que está 
condicionado. Por ejemplo, para el caso de 
f(pl f>, u, G, R, p,, y) se escribiría de forma 
explícita (4), se tomaría como constantes 13, 
u, G, R, P, y como variable p, y se intenta­
ría ver si esa función es de alguna forma 
conocida (Normal, Wishart u otra) de la 
que hayan algoritmos para extraer valores 
al azar. Haciendo esto se obtiene que 

f(f>I p, u, G, R, p,, y) , f(ul f>, p, G, R, 
p,, y) son Normales de parámetros conoci­
dos, 

f(GI p, f>, U, R, p,, y) y f(Rl p, f>, u, G, 
p,, y) son Wishart inve1tidas, 

f(p,l p, f>, u, G , R, y) y f(pl f>, u, G, R, 
p,, y) no pertenecen a ninguna familia co­
nocida, por lo que para extraer valores al 
azar de ellas es necesario utilizar técnicas 
de aceptacion-rechazo (RIPLEY, 1987) o in­
troducir muestreos mediante un algoritmo 
Metropolis-Hastings de estas variables (ver 
TANNER, J 993, para una revisión). 
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Interpretación de resultados 

Una vez se dispone de una muestra alea­
toria de la densidad posterior, cada punto 
de la densidad conjunta f(p, ~. u, G, R, PE 1 
y) pertenece a su vez a cada una de las den­
sidades marginales f(ply), f(~I)'), f(uly), 
f(Gly), f(Rly), f(pEly) y en cada una de ellas 
se puede calcular un estimador del paráme­
tro, que suele ser la media de la muestra o 
Ja moda (normalmente se usan muestras de 
5.000 a 50.000 puntos para minimizar estos 
errores de estimación, llamados aquí de 
Monte-Cario). La precisión viene dada por 
las regiones de confianza (el equivalente a 
los intervalos de confianza), calculadas 
simplemente observando entre qué núme­
ros alrededor del estimador se hallan el 
95% de los puntos de la muestra. 

Comparar curvas de crecimjento es sen­
cillo. Supongamos que se quieren comparar 
las curvas de crecimiento medias de dos 
grupos de animales. Para ello basta con rea­
lizar el análisis de los datos de los dos gru­
pos simultáneamente introduciendo como 
efecto fijo el efecto de grupo, con lo que 
tendremos dos niveles para cada parámetro 
a, b, k. Luego se calcula en cada iteración 
del proceso Gibbs las diferencias entre los 
dos niveles de este efecto fijo, y con ello 
obtenemos puntos de la función de densi­
dad posterior de las diferencias entre gru­
pos para a, b, k. A partir de ahí se actúa co­
mo antes: se calcula un estimador o los 
intervalos de confianza para esa diferencia. 
También se pueden calcular las medias de 
los valores aditivos de cada parámetro, y en 
cada iteración hallar la media de Jos de 
cada grupo y restar esas dos medias. Con 
ello se obtendrían puntos de la función de 
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densidad posterior de las diferencias genéti­
cas entre grupos para a, b, k. 

La programación de todas estas técnicas 
no es compleja, y es de esperar que en un 
futuro inmediato vaya apareciendo softwa­
re que resuelva estos problemas con cierta 
facilidad. 
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