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RESUMEN

En este articulo se delimitan las hipdtesis que se utilizan en los modelos de creci-
miento aplicandolo al caso de la funcién de Gompertz. Se proponen dos formas de
ajuste para esta funcion, siguiendo los procedimientos de las dos principales escuelas
de inferencia. la frecuentista y la bayesiana. y se discute la comparacion de curvas.
Aunque el articulo estd centrado en la curva de Gompertz. las conclusiones, asi como
los procedimientos. son inmediatamente generalizables a cualquier curva de creci-
miento.

Palabras clave: Curvas de crecimiento. Ajustes no lineales. Gompertz.

SUMMARY
FITTING AND COMPARISON OF GROWTH CURVES

In this paper, the underlying hypothesis of growth models are discussed, using
the Gompertz growth curve. Two ways of fitting this curve are proposed. according to
the procedures of the main inference schools: frequentist and bayesian. Curves com-
parison is also discussed. Although focused in the Gompertz growth curve, the proce-

dures and results exposed in the paper can be applied to all growth curves.

Key words: Growth curves, Non linear adjustment, Gompertz.

Introduccion

El ajuste de curvas de crecimiento es
complicado cuando se utiliza la estadistica
clasica, y mds complicado atin es la compa-
racion entre dos curvas de crecimiento.
Habitualmente hay que realizar hipétesis

mdas 0 menos violentas para ajustar las cur-
vas, hipotesis que en muchas ocasiones se
admiten de forma implicita, y a veces sin
ser conscientes de las consecuencias. La
comparacion de curvas es un problema
complejo de estadistica no lineal. Una revi-
sion de los distintos tipos de curvas, la sig-
nificacién bioldgica de sus parametros y



132

sus problemas de ajuste se encuentra en Ri-
CHARDS (1969). En este articulo se pretende
delimitar con claridad cudles son las hipo-
tesis que se utilizan en los modelos de cre-
cimiento y proponer dos formas de ajuste,
siguiendo las dos principales escuelas de
inferencia, la frecuentista y Ja bayesiana.
Para no hablar en términos generales, difi-
ciles en muchos casos de imaginar, nos
cefliremos, por su complejidad, a una de las
curvas de crecimiento mds usadas en gana-
deria, la de Gompertz, probando que los
resultados pueden ser generalizados a cual-
quier curva.

Notacién

Maydsculas negrita, (A) con o sin subin-
dices (Gp), son matrices.

Mintsculas negrita, (u) con o sin subin-
dices (u,), son vectores.

y: vector columna.

y’: vector fila.

El resto son escalares.

El modelo

Tomemos la funcién de Gompertz, pro-
bablemente la mas usada en la descripcion
del crecimiento de aves, cerdos y conejos.
En el modelo, cada individuo i tiene una
curva de crecimiento distinta. Cada indivi-
duo dispone de varios datos, tomados cada
cierto tiempo j (por ejemplo, cada semana).

yy=a.* exp[—bI -exp(~ ke [j)]+ € (N

Sobre los pardmetros a,, b.. k;, actdan
efectos ambientales (estacion, temperatura,
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tamano de la camada en la que nacio el in-
dividuo, sexo, etc.) que pueden estar corre-
lacionados. Cada individuo tiene un valor
genético para cada parametro, que logica-
mente esta correlacionado con el valor
genético de sus parientes. Si representamos
por a, b, k, los vectores con los pardmetros
de todos los individuos,

a=Xp, +Zu, +e,
b=Xp, +Zu, +e,
k=Xp, +Zu, +e¢,

Para evitar innecesarias complicaciones,
asumimos que Jas matrices de disefio X, Z
son las mismas (esto es, suponemos que si
hay un efecto ambiental como el de esta-
cion, éste afecta a los tres pardmetros, aun-
que sea de forma diferente), lo que permite
simplificar la notacién:

p=Xp+Zu+e
donde,

p’=[a’.b’ k’]esel vector de pardme-
tros,

B>=1[p",.B" . B |es el vector de

efectos ambientales sistematicos,

w=[uw, ,u ,u ]esel vector de
efectos genéticos,

e=[e’ e e |esel vectorde efec-
tos aleatorios,

el vector e no incluye los errores de ajus-
te, que son los ¢, de la ecuacion (1), sino
que pretende reflejar el hecho de que las
curvas de crecimiento de los animales pue-
den estar afectadas por factores aleatorios
no considerados en el modelo. Esto es dis-
tinto a que un dato concreto tomado sobre
un animal en un momento dado se aleje de
la curva de crecimiento de este animal de-
bido a factores aleatorios relacionados con
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el muestreo (por ejemplo, se toma el dato
justo cuando acaba de comer el animal).

Desde un punto de vista frecuentista se
considera B como un conjunto de efectos
fijos, pero desde un punto de vista bayesia-
no se debe intentar encontrar una funcién
que represente la opinidn que se tiene a
priori en funcién de la informacion previa
disponible. Una forma sencilla de hacer
esto es suponer que

B~N (mB‘ Vﬁ)

donde m,, Vﬂ son subjetivas e intentan dar
lugar a una funciéon Normal que represente
el estado de creencias previas. Dada la difi-
cultad de hacerlo en el caso multivariante,
habitualmente Vﬁ serd una matriz diagonal
(ver BLASCO, 1998 para una discusion
sobre este punto).

Se considera que u ~ N (0, G)

donde,
G, G, G, Ac;, Ao, Ao,
G= G, G,|= Ao, Aog, =A®G,
G, Aoy,

donde A es la matriz de parentesco de los
individuos, y Gp la matriz de varianzas-
covarianzas genéticas de los pardmetros a,
b’ k)

4
GGA GGah OGdk

5
G, = OGh Ok

2
Ok

Se considera que e ~ N (0, R)

donde

Io., 104

R, = log, log, =I®R,
R, log,
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donde I es la matriz de identidad, y Rp la
matriz de varianzas-covarianzas de los
efectos aleatorios no sistematicos de los pa-
rametros a, b, k.

R
OR(I ORxlb OR(IA

A
R, = Or Ogik

2
O

Esto es. se considera que Jos efectos alea-
torios no sistemdticos que actdan sobre a,
b, k, pueden estar relacionados entre si para
cada individuo, pero que no hay correlacio-
nes entre efectos de distintos individuos; es
decir, que para un individuo i

e ep) 205 1(e e 205 r(e, e #0
mientras que para dos individuos i, j,

r(eai, eaj) = O . r(em, ebj) = 0 ; ete.

Es razonable suponer que habrd una
cierta correlaciéon entre parametros, por
ejemplo, si uno representa la tasa de creci-
miento (k) y otro el peso adulto (a) es difi-
cil suponer que no estén relacionados. Si se
quiere suponer que hay correlaciones entre
individuos, es menester incluir un nuevo
efecto aleatorio que las considere, aunque
no hay motivos para pensar que deban exis-
tir.

Por tanto, se considera que,
pIP)~NXB.ZGZ+R)
(p!Bu) ~N(XB+Zu,R) 2)

Se considera, finalmente, que los erro-
res de estimacion £ se distribuyen de
forma Normal con media cero y varianza
que va aumentando con el tiempo. La razon
es que la varianza estd ligada a la media del
cardcter: cuando los animales son jovenes,
todos los datos que se recogen se agrupan
en torno a valores pequefios, y conforme
los animales crecen la dispersiéon aumenta
por un efecto de escala. Al llegar al estado
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adulto, las medidas sucesivas que se toman
tienen la misma dispersion. Si hemos con-
siderado que la varianza aumenta con la
media y ésta ultima lo hace con arreglo a
una curva de crecimiento, podemos consj-
derar que la varianza o que la desviacién
tipica también aumentan con arreglo a una
curva de crecimiento. De hecho el modelo
es muy flexible, la mayor o menor lineari-
dad de la pendiente que describe el creci-
miento de la varianza estard determinada
por los parametros de la curva. Por tanto,

e~N(0,V)
donde,
0 ... .. 0
0
V= (3)
0 0 D

donde D es una matriz diagonal correspon-
diente a los datos de un individuo,

ol 0 0
0 ol

D >
0 o;

donde,
o; = a(w—;xp[—br 'exp(— k, °1i)]

Es decir, se considera que los errores de
estimacién no estan relacionados ni entre
individuos ni entre dos medidas consecuti-
vas de un individuo. Aunque es obvio que
hay autocorrelacién entre dos medidas su-
cesivas de un individuo, ésta ha sido tenida
en cuenta al incluir efectos ambientales y
genéticos en los pardmetros, por lo que los
errores no deben estar autocorrelacionados.
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Si hubiera otras fuentes de autocorrelacion,
deberian ser tenidas en cuenta en el modelo
de los parametros a, b, k. Si no es posible,
porque se considera que hay efectos
ambientales similares entre dos medidas
sucesivas que pueden no estar recogidos en
el modelo y que afectan al error de estima-
ci6n, puede modificarse D para incluir co-
varianzas entre medidas sucesivas. Como
hacerlo es un tanto arbitrario, pero suele
suponerse que dos medidas sucesivas estan
correlacionadas con una correlacion p, por
lo que la primera y la tercera medida lo esta
con una correlacién p2, la primera y la
cuarta con p3, etc. Si las medidas no son
tomadas de forma regular en el tiempo, hay
que tenerlo en cuenta al definir la estructura
de los errores.

Se considera también que las desviacio-
nes tipicas del error aumentan con el tiem-
po con arreglo a una curva de Gompertz de
pardmetros a_, b, k.. y que son las mismas
para todos los individuos. Para simplificar
la notacion, Jlamaremos

p,f = [as’ be’ ksl

no consideraremos que sobre estos parame-
tros ejerzan su influencia factores genéticos
ni ambientales sistematicos.

Se desea estimar:

1) Los pardmetros a,, b,, k;, de cada indi-
viduo.

2) Los pardmetros a, b, k. medios de la
poblacién.

3) Los pardmetros genéticos de a, b, k
(esto es, sus heredabilidades y correlacio-
nes genéticas).

4) La diferencia entre pardmetros a,, b,
k, de dos individuos o entre los pardmetros
a, b, k medios de dos poblaciones.
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5) Los efectos ambientales que se ejer-
cen sobre los parametros a, b, k.

6) Los pardmetros a_, b_, k, que descri-
ben la evolucién de la desviacion tipica del
error de ajuste con el tiempo.

Solucién frecuentista

1. Problemas de estimacion

Ajustar esta curva presenta las siguientes
dificultades:

1.1. No existe una representacion lineal de
la curva

Aunque se tomen logaritmos para hacer
desaparecer un exponente, queda siempre
una parte exponencial. Esto significa que o
bien debe ajustarse mediante regresion no
lineal o bien debe utilizarse alguna aproxi-
macion lineal, normalmente basada en una
serie de Taylor. En cualquier caso, los ajus-
tes no lineales se resuelven también por
aproximaciones lineales usando habitual-
mente series de Taylor.

1.2. En el caso de linealizar tomando loga-
ritmos, el tratamiento de error de
ajuste obliga a hipotesis forzadas

Pongamos un ejemplo mds simple, ajus-
tar la curva exponencial

y=a-exp(-bt) +¢

pero esto impide linealizar la ecuacion
tomando logaritmos, por lo que se suele
proponer el modelo,

y=a-exp(-b't) -exp(e) =a-exp(-b-t+¢)

que es facilmente linealizable y se ajusta
sin problemas por regresion simple,

Iny=Iina-bt+e¢

pero que obliga a considerar que los errores
son multiplicativos y exponenciales.
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1.3. Se desconocen las distribuciones de
las estimas de los pardmetros. No ¢s
posible comparar curvas de creci-
miento

Se sabe que los estimadores de los coefi-
cientes de regresion se distribuyen como t-
Student, pero en una regresion no lineal no
se sabe qué distribucion tienen los estima-
dores de los coeficientes a, b, k de la curva
de crecimiento, lo que tiene la fatal conse-
cuencia de impedir la comparacion de cur-
vas. Si se hacen transformaciones nos en-
contramos con el problema de que al des-
hacerlas, el antilogaritmo del error estandar
de un coeficiente no es el error estandar del
coeficiente. Por ejemplo, en la ecuacion de
Brody, una vez estimados b y [In a], se
desea saber el valor de a y para ello se toma
el antilogaritmo de [In a], pero el error
estandar de a no se obtiene hallando el anti-
logaritmo del error estandar de [In a|.

1.4. La correccion por efectos sistemdticos
es oscura o imposible

Se supone que el hecho de nacer en una
camada numerosa, o de pertenecer a uno u
otro sexo, afectan al peso adulto y a los
pardmetros b y k de forma distinta. Cémo
hacer estas correcciones es oscuro, y habi-
tualmente se ha preferido trabajar con datos
precorregidos que no han tenido en cuenta
que el efecto sistemadtico puede afectar de
forma diferente a uno u otro pardmetro
de la curva, aparte de no considerar los
errores cometidos en la precorreccion en el
resultado final.

1.5. No se tiene en cuenta el parentesco, lo
que altera la estructura de los errores

Por métodos clasicos no esta claro cémo
incluir el efecto del parentesco en el ajuste
a cada parametro. Los modelos de regre-
sion aleatoria, en la que cada parametro es
(o lleva asociada) una variable aleatoria
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pretenden resolver parcialmente el proble-
ma, pero se encuentran la dificultad de que
en ese caso los pardmetros cambian de
valor en funcién de la informacién dispont-
ble (1.e.: si hay pocos datos su valor se
aproxima a cero). Es frecuente que en el
ajuste de curvas de crecimiento no todos
los individuos tengan datos hasta el final de
la toma de medidas, por lo que hay pardme-
tros mejor estimados que otros. Esto no es
un problema para la estimacion de una
curva media pero si para la estimacion de
curvas individuales.

1.6. No se tiene en cuenta la estructura de
los errores debida a causas no genéticas

No se suele tener en cuenta, por ejem-
plo, la autocorrelacién ocasionada por me-
dir a un individuo en periodos de tiempo
consecutivos o el hecho de que la varianza
del error aumenta con la edad hasta estabi-
lizarse al tlegar al estado adulto. Para abor-
dar este Gltimo problema se puede utilizar
una regresién dando un peso proporcional a
la inversa de la varianza en cada momento
de medida, pero no se incluye en el modelo
el error cometido al estimar los pesos.

1.7. La estimacion de los pardmetros gené-
ticos de los coeficientes se realiza por
métodos que no optimizan la informa-
cion

La mayor parte de autores estiman las
curvas individuales y realizan un andlisis
genético de las estimaciones, con lo que
pierden la informacién debida al parentesco

y no incluyen el error de estimacién de

estos pardmetros a, b, k en el error de los

pardmetros genéticos.

2. Soluciones propuestas

2.1. Regresion lineal

La solucidon mas sencilla consiste en in-
tentar encontrar una forma lineal de la cur-
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va y aplicar un programa de regresion li-
neal. En la mayor parte de las curvas esto
es posible (véase el ejemplo del apartado
anterior), pero no asi en la funcién de
Gompertz, Para poder linealizar esta fun-
cién se ha sugerido (RICHARDS, 1969) apro-
ximar, mediante una serie de Taylor,

exp(-kt) = 1-kt

pero la aproximacion exponencial detenién-
dose en el primer término de la serie de
Taylor es decididamente mala.

Incluso en el caso en el que las funcio-
nes se puedan linealizar, permanecen las
dificultades expuestas en los apartados 2 y
3 del punto anterior.

2.2. Regresion no lineal

Hay programas de regresion no lineal
(por ejemplo, en el paquete SAS), que per-
miten ajustar directamente la funcién de
Gompertz. La mayor parte de soluciones se
basan en linealizar la funcién aproximando
mediante una serie de Taylor, por lo que los
paquetes suelen requerir las derivadas res-
pecto a los pardmetros, aunque en ocasio-
nes el paquete las aproxima mediante algin
método de calculo numérico.

En ocasiones los ajustes presentan pro-
blemas de no convergencia, pero estos pro-
blemas suelen ir ligados a la indefinicion
de alguno de los pardmetros. Por ejemplo,
en Ja funcién de Richards (RICHARDS,
1969) hay un pardmetro que determina el
punto de inflexion de la curva. Si en el
periodo central del crecimiento los datos
siguen una recta (como es usual en ganade-
ria), ese parametro estd mal definido.

2.3. Consideracion de los efectos sistemd-
ticos

Respecto a los efectos sistemdticos, la
soluciéon mads habitual es no considerarlos,
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aunque a veces se realizan precorrecciones
a los datos, por ejemplo por el tamaiio de
camada al nacimiento. El problema es que
entonces no se trabaja con los datos sino
con residuos de la correccidn, con lo que se
generan varios problemas: los pardmetros
de la curva estdn afectados de forma dife-
rente por la correccién, lo que no se ha
podido tener en cuenta; los errores de esta
correccion no se tienen en cuenta al estimar
los pardmetros de la curva; finalmente,
como se trabaja no con verdaderos residuos
sino, légicamente, con sus estimaciones,
los valores que se obtienen al estimar los
pardmetros son distintos de los que se ob-
tendrian de haber podido realizar la co-
rreccion de residuos y la estimacién simul-
tdneamente. Asi las cosas, hay varias solu-
ciones posibles:

a) Cuando hay un efecto claro sobre los
pardametros, por ejemplo el efecto sexo o el
efecto raza: Lo mas sencillo es ajustar las
curvas por separado haciendo desaparecer
el problema. En el caso del efecto tamafio
de camada al nacimiento, dado que no seria
practico separar las curvas por camadas,
puede hacerse una precorreccion a los
datos, aunque muchas veces no serd nece-
sario, bien porque el objetivo es comparar
el crecimiento de dos grupos de individuos
cuyo tamafio de camada no es distinto, bien
porque interesa conocer la situacion real
del crecimiento de esos grupos, incluyendo
el hecho de que sus tamafos de camada
sean diferentes.

b) Cuando diversos niveles del efecto
actiian sobre los pardmetros, por ejemplo
el efecto de estacion. En estos casos nos
encontramos con datos de crecimiento
tomados en varias estaciones. En general lo
mejor es ignorar estos efectos por las com-
plicaciones de correccion y de interpreta-
cion que traen. Como cada medida estd
tomada a una edad distinta, si se desea pre-
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corregir los datos habrd que hacerlo esti-
mando el efecto de estacion medida a me-
dida (por ejemplo, semana de vida a se-
mana de vida), puesto que el efecto de esta-
cién en las primeras semanas de vida es
obvio que no es el mismo que en las dlti-
mas. Para poder hacer esta precorreccion
haria falta disponer de todas las medidas
(todas las semanas, por ejemplo) en todas
las estaciones. Ignorarlo tampoco debe con-
ducir a problemas graves, ya que el creci-
miento o el peso adulto no se van a modifi-
car porque exista un efecto de estacion en
una semana concreta, puesto que son esti-
mados con el conjunto de medidas. EI pro-
blema sélo es serio si la mayor parte de los
animales de un grupo crecieron en invierno
y la mayor parte del otro en verano, pero
esto es un problema de disefio que tiene
mala solucién en cualquier caso. Otro pro-
blema que puede ocurrir en especies de cre-
cimiento rapido es que se tomen los datos
de las primeras medidas en invierno y de
Jas tltimas en verano, lo que conduce a un
cierto bandeo de la curva de crecimiento.
De nuevo nos encontramos con un proble-
ma de disefo, aunque en especies de cria
intensiva los efectos de estacién se ven
muy minimizados por las instalaciones.

2.4. Consideracion de la estructura de los
errores

Hay diversas aproximaciones posibles:

a) No considerar la estructura de los
errores. La estima de los pardmetros sigue
siendo insesgada, pero el error de estima-
cién es mayor de lo que los célculos ofre-
cen. Hay una tendencia entre los estadisti-
cos a no dar relevancia a los problemas de
heterocedasticidad de la varianza, lo que
habitualmente es razonable, pero en los
ajustes de curvas de crecimiento hay que
notar que de las primeras medidas a las dl-
timas el peso se puede multiplicar por cien,
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por lo que la heterocedasticidad de las va-
rianzas es realmente grande.

b) Dar un peso a los errores proporcio-
nal a la inversa de la varianza en cada
momento de medida (en cada semana, por
ejemplo). Los pesos se suelen calcular a
partir de los propios datos. A veces se usan
las inversas de las varianzas estimadas en
cada momento de medicidén (en cada sema-
na, por ejemplo), lo que debido a la escasez
de datos suele conducir a incoherencias,
como por ejemplo a que la varianza de los
datos en una cierta edad sea menor que la
de los datos tomados algunas semanas
antes. A veces se intenta hilar mas fino
encontrando alguna ley subyacente, como
hicimos nosotros al exponer el modelo.
Como es cierto que la no consideracion de
que las varianzas son distintas no conduce
a ninguna situacion grave, salvo extremos
como el no considerarla en absoluto, el no
tratar de hallar una ley general y usar las
varianzas de los datos sin mads, no debe
conducir a ningin problema.

¢) Consideracion de la autocorrelacion.
Hay software que permite introducir ciertas
reglas en Ja construccion de la matriz de los
errores de estimacion g El programa
PROC MIXED del paquete estadistico SAS
permite modificar la estructura de los erro-
res con arreglo a un conjunto amplio de
reglas del estilo de la expuesta anterior-
mente al hablar del modelo.

d) Consideracion de las relaciones gené-
ticas. Es posible ajustar un modelo mixto
en el que los pardmetros a, b, k tengan un
componente aleatorio. El programa PROC
MIXED, en unién con el macro NLMIX
(de dominio publico) permite ademds afa-
dir la matriz de correlaciones entre efectos
aleatorios: esto es. la de relaciones genéti-
cas. izl ajuste es de todas formas complejo.
y 0o estd garantizada la convergencia.
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2.5. Andlisis de los pardmetros genéticos
de la curva

Hasta la fecha el analisis se ha venido
desarrollando en dos etapas, primero se han
ajustado los pardmetros de la curva para
cada individuo y posteriormente se ha reali-
zado un andlisis genético de esos pardme-
tros estimados (ver, p.ej., KACHMAN ef al.,
1988), con lo que no se ha resuelto el pro-
blema expuesto en el punto 1.7. No es
imposible encontrar una solucion maximo
verosimil basada en un modelo mixto como
el descrito en el punto anterior (2.4), y asi
ha sido propuesta por (ZUCKER et al.,
1995), pero la cantidad de parametros invo-
lucrados hace que esta propuesta sea extre-
madamente compleja de llevar a cabo.

Solucién bayesiana

/. La solucion analitica
1.1. £l problema

Desde un punto de vista bayesiano, el
problema consiste en encontrar la funcion
de densidad posterior de los pardmetros que
se desea estimar, dados los datos. Esto es,
encontrar

f(p.B.u, G, R p ly)

La forma de hacerlo ha sido descrita por
VARONA et al. (1997). Aplicando el teorema
de Bayes.

f(p. B, u. G.R, p,ly) =
=f(ylp. B u,G.R. p)-
- f(p. B, u, G, R, p,) / f(y)

1.2. Cdlculo de la verosimilitud

En el modelo (ecuacion 1). si se fija p,
B.u. G, R, p, lo tnico que queda variable
es el error de estimacion ;. por lo que

y~N(m.V)
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donde V es la matriz de varianzas cova-
rianzas de los errores, expuesta en (3), y en
m se encuentran los valores m;; que se
obtendrian para cada momento de medida t
en la ecuacién (1) (sin el error sij) al susti-
tuir los valores de los pardmetros a,, b;, k,
de cada animal, puesto que estos parame-
tros estan fijados.

Como los errores g;; son independientes,
y como la densidad conjunta de variables
independientes es el producto de sus densi-
dades, la expresion que queda es bastante
simple:

fylp.p,u. G, R.p) =

= HHf(y,r,la,‘bi,ki,oju) =
¥ J

I (Y._‘. - mij)z
- l_.[ H 27[0;J o 0"21'

1.3. Cdlculo de las funciones de densidad
a priori
f(p, B. u, G, R, p,) = f(p, f. u. G, R) f(p,)

ya que p, no depende del resto de pardme-
tros. Unlizando reglas de probabilidad,

P(AB) = P(AIB) P(B)
En nuestro caso,

f(p, B.u, G.R) =
=f(pIB.u, G, R) (P, u.G.R)
fB,u. G.R)=f(P.ul G.R) f(G,R) =
= (. ul G.R) f(G) {(R)
ya que las varianzas genéticas no estan
relacionadas con las ambientales. Es posi-

ble considerar dependencia entre ambos
componentes de varianza en la distribucion
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a priori (WEISS et al., 1997), aunque un mo-
delo asi nunca ha sido utilizado en mejora
genética animal. En principio no hay razo-
nes por las que los dos tipos de componen-
tes de varianza deban estar relacionados.

Supondremos también que los efectos
sistemdticos son independientes de los alea-
torios. En ocasiones se sabe con certeza
que esto no es asi (por ejemplo, cuando se
evaldan toros lecheros se sabe que las
mejores granjas, las que mejor ambiente
procuran a las vacas, son las que mds
invierten en genética y traen semen de
mejores animales), pero aqui no tenemos
motivos para suponer que no puedan ser
independientes, salvo errores en el disefio
del experimento. Asi pues,

f(B.ul G, R)=1(B) f(ul G)

Con lo que finalmente queda,

f(p, B.u. G.R,p) =f(p !B, u, G, R) f(B)
ful G) f(G) f(R) f(p,)

donde,

f(p | B.u. G.R) ~ N (XP + Zu, R) =
=N (XB +Zu, I®R )

f(B) ~ N (mﬁ, Vﬁ) seglin discutimos al
hablar del modelo

flul G)~N(0.G) =N (0, A®Gp)

f(G) y f(R) deberian construirse en fun-
cion de las creencias previas proporciona-
das por la informacidn previa disponible.
Como no es posible establecer estrictamen-
te estas creencias, suele recutrirse a alguna
funcién que con pocos parametros pueda
cambiar de forma adaptdndose al estado
mds o menos vago de creencias previas.
Por conveniencias matematicas suele usar-
se un funcidn conjugada, en este caso una
distribucion Whishart invertida. aunque hay



140

muchas otras soluciones posibles. Esta fun-
cién depende de dos pardmetros, una ma-
triz de escala y otro parametro al que equi-
vocadamente se le denomina “‘grados de
libertad” o “grados de credibilidad”; ambos
parametros modifican la forma de la fun-
cién.

Es practicamente obligado renunciar a
describir el estado de creencias previo mul-
tivariante puesto que es dificil de definir, ya
que habria que describir la opinién previa
al experimento sobre cada conjunto de
valores posible; esto es, en cada punto del
espacio (ver BLASCO, 1998) para una discu-
sion sobre este punto). Se puede, sin em-
bargo. definir el estado de creencias para
cada variable por separado utilizando una
matriz de escala diagonal, puesto que en
ese caso se obtienen chi-cuadrados inverti-
das que son facilmente representables. En
cualquier caso se debe intentar realizar los
andlisis variando los valores de estos para-
metros para examinar hasta qué punto la
opinion previa es importante en el resultado
final.

f(p,) = ¢, un vector de constantes dentro
de limites admisibles del espacio paramé-
trico para asegurar la propiedad de la distri-
bucién posterior conjunta. Es decir, los po-
sibles valores de a_ tienen todos la mis-
ma probabilidad a priori, con ciertos limites
para evitar que la funcién sea impropia, y
lo mismo podemos decir de b, y de k.. Con
esto pretendemos reflejar un estado de in-
certidumbre sobre los valores de estos pa-
rametros.

1.4. Cdlculo de f(y)

El cdlculo de f(y) no es estrictamente
necesario cuando lo que se desea es hallar
la moda (el valor mas probable) de la den-
sidad posterior, puesto que como la densi-
dad posterior no depende de y (esta condi-
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cionada a y), 1/f(y) es una constante de pro-
porcionalidad que se puede ignorar al bus-
car el maximo de la densidad posterior. Sin
embargo si se desea hallar la media o usar
el sistema de intervalos de confianza para
la inferencia cientifica, hay que conocer
exactamente la densidad posterior, por lo
que hay que conocer el valor de f(y). Este
valor es dificil de computar porque

f(y) =[f(y.p. B.u, G.R, p) f(p. B, u, G,
R.p)d(p,B.u.G R, p)

como y es un vector, esta integral es multi-
dimensional. Aunque los elementos de y
fueran independientes, esta integral pasaria
a ser una integral multiple de tantas dimen-
siones como datos, y en ambos casos el
problema es irresoluble incluso por méto-
dos numéricos. Si s6lo se estd interesado en
las distribuciones marginales, la constante
de integracion es unidimensional y el pro-
blema es resoluble mediante integracién
numérica. De todas formas, hoy en dia las
técnicas de muestreo de Gibbs, que se men-
cionan en ¢l apartado siguiente, han resuel-
to ambos problemas.

2. Modus operandi
Finalmente tenemos que
f(p. B.u. G, R, p. ly)=
= f(yl p. B. u. G. R, p,) f(pl B. u, G, R) ()
f(ulG) f(G) f(R) f(p,) / f(y) (4)

que es un producto de funciones Normales
o Whishart invertida. Se puede intentar
hallar el maximo de esa funcién, lo que
dard la solucién mas probable, o hallar la
media, lo que dard Ja solucién que minimi-
za el riesgo cuadratico. En el primer caso
nos encontramos con un problema de la
misma envergadura que el de hallar solu-
ciones maximo verosimiles: el nimero de
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pardmetros y la complejidad de las funcio-
nes hacen de ésta una tarea muy compleja.
En el segundo caso habria que integrar la
funcién y hallar la constante de proporcio-
nalidad, lo que tampoco parece viable.

Una solucion propuesta recientemente es
la de extraer muestras al azar de la funcion
de densidad posterior para representar apro-
ximadamente esta funcién de densidad. Las
inferencias se hacen a partir de los puntos
muestreados de la densidad posterior multi-
variante. Creando histogramas o dibujando
las funcién de densidad marginales a partir
de esos puntos, se puede obtener una esti-
ma de la moda; la media de esos valores es
una estima de la media de la densidad pos-
terior; y finalmente, ordendndolos, se pue-
de obtener la mediana con facilidad, asi co-
mo cualquier intervalo de confianza.

El problema se centra ahora en c6mo ob-
tener esos valores tomados al azar de la
funcién de densidad posterior. En el caso
multivariante no es posible computacional-
mente —al menos de momento— muestrear
directamente de la funcion de densidad
posterior, y hay que transformar el proble-
ma en univariante, o en problemas de me-
nos dimensiones, mediante técnicas de
muestreo de Gibbs. Las técnicas de mues-
treo de Gibbs, basadas en el muestreo de
las funciones condicionales de la densidad
posterior, permiten, ademas, eludir el cdlcu-
lo de f(y) (ver SORENSEN, 1997) para una
amplia revision). Se trata, pues, de extraer
muestras al azar de las funciones

f(pl B, u. G, R, p,, y) . f(Bl p,u, G, R, p,,
y), fulp, p.G.R, p.y),

f(GI p’ [-))7 u’ R: pg» Y) ’ f(Rl p; Bv u7 G» pc,
y) . fp!p, B, u,G. R, y)

Para iniciar el proceso se toman valores
arbitrarios de 8, u, G, R, p, , con ellos:
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1) se muestrea al azar un valor de Pen la
primera funcién f(pl B, u, G, R, p_, y),

2) con ese valor y los u, G, R, p,, arbitra-
rios de antes se muestrea al azar un valor de
B en la siguiente funcion f(Bl p, u, G, R, p,,
¥)

3) con esos dos valores de p y P se
muestrea un valor al azar de u en la tercera
funcién f(ul B, p, G, R, p,, y), y asf sucesi-
vamente hasta que se tienen valores al azar
de B, u, G, R, p_ , momento en el que se
reinicia el ciclo muestreando un valor al
azar de p en la primera funcién. Al cabo de
varios ciclos, los valores muestreados per-
tenecen a la densidad posterior f(p, 3, u, G,

R,p, 1Y)

Para poder aplicar estas técnicas es
menester saber como muestrear al azar de
las funciones condicionales. Es sencillo
escribirlas, puesto que de (4) se trata de
tomar como constante todo aquello que estd
condicionado. Por ejemplo, para el caso de
f(p! B, u, G, R, P, y) se escribiria de forma
explicita (4), se tomarfa como constantes [3,
u, G, R, p, y como variable p, y se intenta-
ria ver si esa funcién es de alguna forma
conocida (Normal, Wishart u otra) de la
que hayan algoritmos para extraer valores
al azar. Haciendo esto se obtiene que

f(Bl p, u, G, R, p, y), f(ul B, p, G, R,
P.. ¥) son Normales de pardmetros conoci-
dos,

f(Gl p, B, u, R, p. y) y (Rl p, B, u, G,
p.. ¥) son Wishart invertidas,

f(p,! p, B, u, G, R, y) y f(pl B, u, G, R,
p.. ¥) no pertenecen a ninguna familia co-
nocida, por lo que para extraer valores al
azar de ellas es necesario utilizar técnicas
de aceptacion-rechazo (RIPLEY, 1987) o in-
troducir muestreos mediante un algoritmo
Metropolis-Hastings de estas variables (ver
TANNER, 1993, para una revision).
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Interpretacion de resultados

Una vez se dispone de una muestra alea-
toria de la densidad posterior, cada punto
de la densidad conjunta f(p, . u, G, R, p_ |
y) pertenece a su vez a cada una de las den-
sidades marginales f(ply), f(Bly), f(uly),
f(Gly), f(Rly), f(p,ly) y en cada una de ellas
se puede calcular un estimador del pardme-
tro, que suele ser la media de la muestra o
la moda (normalmente se usan muestras de
5.000 a 50.000 puntos para minimizar estos
errores de estimacion, llamados aqui de
Monte-Carlo). La precision viene dada por
las regiones de confianza (el equivalente a
los intervalos de confianza), calculadas
simplemente observando entre qué niime-
ros alrededor del estimador se hallan el
95% de los puntos de la muestra.

Comparar curvas de crecimiento es sen-
cillo. Supongamos que se quieren comparar
las curvas de crecimiento medias de dos
grupos de animales. Para ello basta con rea-
lizar el andlisis de los datos de los dos gru-
pos simultdneamente introduciendo como
efecto fijo el efecto de grupo, con lo que
tendremos dos niveles para cada pardmetro
a, b, k. Luego se calcula en cada iteracion
del proceso Gibbs las diferencias entre los
dos niveles de este efecto fijo, y con ello
obtenemos puntos de la funcién de densi-
dad posterior de las diferencias entre gru-
pos para a, b, k. A partir de ah{ se actda co-
mo antes: se calcula un estimador o los
intervalos de confianza para esa diferencia.
También se pueden calcular las medias de
los valores aditivos de cada pardmetro, y en
cada iteracion hallar la media de los de
cada grupo y restar esas dos medias. Con
ello se obtendrian puntos de la funcién de
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densidad posterior de las diferencias genéti-
cas entre grupos para a, b, k.

La programacion de todas estas técnicas
no es compleja, y €s de esperar que en un
futuro inmediato vaya apareciendo softwa-
re que resuelva estos problemas con cierta
facilidad.
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